Sada prikladi na zaménu limity a integralu
Pouzivame néasledujici véty:

Vé&ta 1 (Leviho véta) Jsou-li f,, nezdporné méritelné funkce na X takové, Ze

fu 2, plati [ fadp 2 [ fdp (n— o0).

Vé&ta 2 (Zobecnéna Leviho véta) Budte funkce f, méritelné na X (n € N)
takové, ze fn, S f a [ frdp > —co. Pak [ fndu & [ fdu.

Véta 3 (Leviho pro Fady) Pro neziporné mévitelné funkce f,, na X plati

J(50) oo

Véta 4 (Lebesgueova; o konvergentni majoranté) Bud (X,.A,u) prostor
s mirou a frn, f méFitelné funkce takové, Ze f, — f s.v. Necht dile existuje
funkce g € LY (1) takovd, Ze |f,| < g s.v. pro viechna n € N. Pak f € L' (1) a

J fudp— [ fdp.

Véta 5 (Lebesgueova pro fady) Jsou-li f, méFitelné, a g € L1 (u) takovd,
Ze | Y0 fol < g s.v. pro vSechna n, pak > 07| fn € LY (p) a

/ (Z f) i — i/f dp.

=1

Priklady:
1. Ovéite, ze

1

2. Ovérte, 7e

. — n
lim e ¥ dox=1.
n—oo 0

3. Plati nh_)rrgo fM fn= fM n11—>120 fn pro
falz) =nze™, M = (0,1), (1,00), (0,00)?

4. Ovéite, ze

o0
1
lim log(z + n) -e *cosx dxr =0.
n—oo Jq n
Navod: vyraz w odhadnéte polynomem nezavyslym na n a pouzijte

Lebesgueovu vétu.



10.

11.

*12.

Spoctéte

e 1
lim / ——— dx.
Navod: uvazujte zvlast intervaly (0,1) a (1,00). Na (0,1) je rozhodujicim
¢lenem {/z, zde lze pouzit Leviho i Lebesgueovu vétu. Na (1, 0o) rozhoduje

(1 + %)n Pro jeho odhad zespoda pouzijte binomickou vétu a néasledné
pouzijte Lebesgueovu vétu. I na (1,00) lze pouzit Leviho vétu, nicméné

N

Existuje posloupnost funkci f, : R — R, f, N\, 0 takova, aby platilo

limy, o0 ffooo fn # 07 Néavod: zkuste nejdiive sestrojit posloupnost mnozin

A, takovou, Ze A, D Apy1 a X(A4,) = 0o, n € N, aktera splituje (| 4, = 0.
n

Pak polozte f, = xa,, -

Spoctéte

oo oo

. —a? . an?
lim e " dx, lim e~ dux.
a—oo [ a—0+ Jq

Navod: pomoci Heineho véty pifevedte na limitu posloupnosti.

Spoctéte
i 1
lim —— dz.
a—1— J, log(a — sinx)

Néavod: pomoci Heineho véty prevedte na limitu posloupnosti.

Spoctéte

oo oo

lim z* e % dz, lim x4 e du.
a—o0 [ a—0+ 0

Dokazte, ze

1 2
1 —
/ og(l —x) dr— T
0 xr 6

Navod: pro prvni piiklad pouZijte rozvoj log(l — ) v mocninnou fadu.
Pomoci Leviho véty pak dokazte, Ze lze integrovat ¢len po ¢lenu.

/OO :c dx:ﬁ.
0 er —1 6

Néavod: vytknéte % a zbytek rozved'te do nekone¢né fady pomoci vzorecku
pro geometrickou fadu.

Dokazte, ze

Vypoctéte
/ log(1 —e™) dux.
0

Néavod: vhodnou substituci prevedte na jeden z pfedchozich prikladi.



*13. Dokazte, Ze
b

a? + b2

(o)
/ e~ gin(bx) dx =
0

pro |b| < a. Navod: sin(bz) rozvedte v Taylorovu fadu. Pro konvergenci
pouzijte Lebesgueovu vétu. Integral lze spocitat i piimo.

*14. Ovéite pro p,q > 0, Ze

P
T

— dx = .

/0 1+ x9 p+ ng

n=0

Navod: v8imnéte si, Ze miZeme uvazovat jen x € (0,1). To znamena, Ze
¢len 1% lze rozvést pomoci vzorce pro soucet geometrické fady. Pak uz
+x

< o < . p—1 s e o .
stac¢i pouzit Lebesgueovu vétu s majorantou 21“1702 (k jejimtz odvozeni

pouzijeme vzorecek pro Gastetné soucty geometrické fady). Mozno pouZit
i Leviho vétu, ale zde je uzitené rozvést v geometrickou fadu s kvocientem

2.

*15. Ovefte, ze
o0

/0 e " cos(vx) dx = Z e

n=0
Névod: cos(y/z) rozvedeme do Taylorovy fady a nasledné integraly podi-
tame per partes (miZzeme si zaroven v8imnout, Ze jde o integraly z definice
T funkce (p¥. 1) a pouZit, co o této piipadné vime).

! 1
/ log () de =1.
0 17"E

Navod: pouzijeme vzorecek pro logaritmus podilu a pak rozvedeme v Ta-
ylorovu fadu.

*16. Ovéite, ze

*17. Ovéite pro |b| < a, Ze

/ e“”M dx = arctan (b) .
0 xr a

Navod: rozvedeme sin(bz) v Taylorovu fadu, integrujeme ¢len po ¢lenu
(Lebesgueova véta) pomoci per partes. Na zavér porovname s Taylorovou
fadou pro arctan x.

Vsechny piiklady jsou prevzaty ze sbirky prof. LukeSe, kde naleznete i po-
drobnéjsi verse mnoha névodi, jde po fadé o piiklady 4, 3; 4,22; 4,23(d); 4, 8;
4,7, 4,13; 4,15; 4,19; 4,18; 4,25; 4,26; 4,46(a) a 4,47.



